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Priklad 1. Urcete asymptoty grafu funkce y =
Resent: D,=R- {2}
a) bez smérnice:

Nejdftive zjistime chovani funkce v okoli bodux=2:
x-95 -3

lim n , —

x—=2" x — 2 0 x—>2 X — 2

Funkce ma vbodé x=2 nevlastni 11m1tu zprava 1 zleva, takze pifimka x=2 je

asymptotou. Viz nacrtek.
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b) se smérnici:

k= 1im L ) _ i

X—>0 x X—>0 x X—>0 x(x 2)
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x>0 2x —2

5—0-x}zlimx_5=1
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X*)Oox_

= hm[ f(x)—k-x]= hm[

Stejné pro x — —oo . Tedy asymptotou je piimka y =1 pro x — +oo. Viz nacrtek.
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Poznamka: U funkci raciondlnich lomenych probiha vypocet pfislusnych limit stejné pro x — 400
1 x = —o0 . Proto se n¢kdy zapisuje souc¢asné¢ x — oo . U jinych typt funkci se musi tyto dva
ptipady fesit zvlast.

x%+1

Priklad 2. Urcete asymptoty grafu funkce y =
X

Resent: D,=R- {0}
a) bez smérnice:

Nejdiive zjistime chovani funkce v okoli bodu, kde funkce neni definovana, x =0:
1 X +1 e
O+

x%+1 B

lim

x—0* X

=400, lim

x—>0"




Funkce ma v bodé¢ x =0 nevlastni limitu zprava i zleva, takze piimka x =0 (tj. osa y) je
asymptotou grafu.

b) se smérnici: y =kx +gq

x%+1
— 2
) X ) .ox +1 0
k:hmf():hm X = lim > :—‘.
x—w X X—0 X X0 x o0

Tuto limitu mtzeme fesit pomoci I’Hospitalova pravidla nebo upravou nebo na zakladé véty o limité
2 1 2

T . , . « : . X :
racionalni lomené funkce v nevlastnich bodech. Podle této véty lim——;— = lim—; = lim x’=1.
X—>00 x X—>0 x X—>0
2 2 2
. . xt+1 . x“+1-x .1
q:hm[f(x)—k-x]:hm{ —‘I-x}:hm—:hm—:o.
X—>0 X—>00 x X—>00 x X—>0 x

Stejné pro x — —o.
Tedy asymptotou je piimka y =x pro x — to0.

Priklad 3. Urcete asymptoty grafu funkce y =

(x+3F

Reseni: D,=R- {-3}
a) bez smérnice:

Nejdiive zjistime chovani funkce v okoli bodu x=0:

fim — | 3, lim =3
x—>-3"% (x + 3)2 0" T ko3 (X + 3)2 0*
Funkce ma vbodé x=-3 nevlastni limitu zprava i zleva, takze pifimka x=-3 je
asymptotou grafu.
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b) se smérnici: y =kx+gq
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= llm[f(x) k- x] = llm{(L)2 -0- x} = limﬁ = H i H . Pouzijeme-li I’Hospitalovo
x| (x + x> (x4 o

pravidlo (derivujeme zv1ast Citatele a zv1ast jmenovatele), dostaneme = lim———=0.
x> 2(x +3)

Stejné pro x — —oo.

Tedy asymptotou je ptimka y =0 pro x — .
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Priklad 4. Urcete asymptoty grafu funkce y = -l
- X

Reseni: D,=R- {-1,1}

a) bez smérnice:

Pro x=-1: lim
x~>11 x

= —Q0

b

Zjistime chovani funkce v okoli obou bodt, ve kterych funkce neni definovana.
2x H -2

0 ‘_
Funkce ma vtomto bod¢ nevlastni limitu zprava i zleva, takze pfimka x=-1 je
asymptotou grafu.

x%‘l'] x

_| 2
0+
Vbodé¢ x=1 ma funkce také nevlastni limitu zprava i zleva, tedy i pfimka x=1 je
asymptotou grafu.

2x
=—o0, lim
x—>1" 1 x

= +00.

Pro x=1: lim 2x2:H£

=t 1—x

(Funkce ma dvé asymptoty bez smérnice.)

b) se smérnici: y =kx +gq
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k= timd @ _im =2 _ % -
x>0 X X0 X X—>m )C(1 X ) x—)oo1 x
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Vypocet pro x — —o je stejny.

Tedy asymptotou je ptimka y =0 pro x — fo.
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Piiklad 5. Urcete asymptoty grafu funkce y = anx

X
Reseni: D, =(0,)
a) bez smérnice:

ProtoZe asymptoty bez smérnice mize mit funkce v bodech nespojitosti nebo v krajnich
bodech D, mize mit zadand funkce takovou asymptotu pouze v x =0, pokud zde bude mit

nevlastni limitu. ReSime jen zprava, zleva nemé smysl.

= lim Inx- llml—”—oo oo||_—
x—0" x—>0" x

lm—

x—>0*

In x H_‘

Piimka x =0, tj. osa y, je asymptotou grafu dané funkce pro x — 0". Viz nacrtek.
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b) se smérnici:

1
k=1im?® — i ™Y 2 2 i X = fim =0
xom  x xom 00 xom Dy xow Dy
] 1
g = lim[f(x) = k- x]=lim ln—x—O-x}:limln—x=||f||:hmi:lim—:0
X—>00 X—)Do_ x X—>00 x (x:) X—>0 1 X—)wx



Tedy asymptotou pro x — +o je piimka y =0 . Pro x - —o0 nema vypocet smysl
s ohledem na defini¢ni obor funkce. Viz nacrtek.

Priklad 6. Urcete asymptoty grafu funkce y=e*(1-2x) .

Reseni: D, =R
a) bez smérnice: nema, protoze funkce je definovana pro vSechna x e R.
b) se smérnici:
Budeme pocitat koeficienty piimky y = kx + g zvlast pro x — +oo a potom prox — —©.

k= lim L) _ i =29 o) g e (1_2’2*6 2 _ fime* (<1-2x) = 0.
X—>00 x X—>00 x X—>0 X—>0

o0

o0

To znamena, Ze pro x — +oo funkce asymptotu nema.

Ale k, = lim L& _ 1 €229

X>-0 X X—>—00 X

‘0-(—00)

— 0

vyuzijeme tedy vlastnosti limity a potom na druhou z limit 1’Hospitalovo pravidlo

_ lim e lim 1 =25 — fim ¢*- lim_T2=0-(—2)=0.

X—>—0 X—>—00 X X—>—00 X—>—00

Pro x - —oo by tedy funkce asymptotu mit mohla, zbyva vypocitat koeficient ¢, .

g, = lim[/(x) — k- x] = lim [ (1= 2x) = 0- x| = lim[¢* (1= 2x) |= | 0- o0 |
upravime soucin na podil, abychom mohli pouzit ’Hospitalovo pravidlo
1-2x

X

o0

o0

=0.

—X

= lim

X—>—0 — e

= lim —
X—>—00 c

Tedy pro x — —c0 ma funkce asymptotu y =0.
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Priklad 7. Urcete asymptoty grafu funkce y = arccotg— .

X
Regeni: D,=R- {0}

a) bez smérnice:



Zjistime chovani funkce v okoli bodux =0:

lim arccotg1 = || arccotg(—o) || =x, lim arccotg1 = || arccotg(+w) || =0 .
x—0" X x—0* X

Ob¢ jednostranné limity jsou vlastni, proto pfimka x =0 neni asymptotou grafu (ani zprava
ani zleva). Tedy funkce nema asymptoty bez smérnice.

b) se smérnici:

1
arccotg —
X

k=1imZ ™ ~ lim -

X—>0 X X—>0 X

CHINIES
I
o

. . .1 T
Pro x - —oo vyjde stejné, protoze ——>0 pro x > too a arccotg0=—.
X

. . 1 . .
q= hm[f(x) —k- x] = llm{arccotg —} :% . Pro x - —o0 opét vyjde stejné.
X—>0 X—>0 x

Tedy asymptota ma rovnici y = E pro x — foo.

"

Piiklad 8. Zjistéte, zda mé funkce y = l(ln—xz) asymptoty bez smérnice.
n(x —

Resent: D, = (2,3)u(3,,)

Mohla by mit dvé asymptoty bez smérnice, v bodech x = 2 (zde pouze zprava) a x =3,
pokud bude mit v téchto bodech nevlastni limity.

In2

— 0

) Inx
lim
2" In(x — 2)

Protoze je limita vlastni, pifimka x =2 neni asymptotou grafu.

=0.

) Inx In3 H
lim = =—00
-3 In(x — 2) 0

lim Inx _ In3 oo [
-3 In(x—-2) | 0"




Pfimka X = 3 je asymptotou zprava i zleva.




